
  

  

  

  

 
  

  

  

  

  

  چكيده

اختيار خريد يا  اختيار معامله در معناي كلي، نوعي قرارداد است كه در آن فروشنده، اختيار معامله به خريدار،

اين . دهدمي گردد،اكنون مشخص ميفروش كالايي خاص در زمان آينده را با قيمت توافقي يا تضميني كه هم

صورت تابعي از تغييرات قيمت كالاي مذكور در بازار  قيمت توافقي بهالبته ممكن است اين. آور نيستاختيار الزام

  از حدود دويست سال پيش انواع مختلفي از اختيارهاي معامله در بازار بورس شيكاگو داد و ستد . سهام صورت بگيرد

توجيه كرد؛ اگر تي عنوان مثال، جهت كاهش ريسك خريد قراردادهاي آتوان بهكاربرد چنين اختياراتي را مي. گرددمي

  در زمان آينده باشد، اما ورود در قراردادهاي آتي را با ريسك بالا ارزيابي كند،  شخصي نيازمند كالايي خاص

سيستم بانكي، . تواند با خريد يك اختيار خريد مناسب بر روي قرارداد آتي مذكور ريسك خود را پايين بياوردمي

ها يار وسيع از اختيار معامله در زمينه نرخ ارز، نرخ بهره و ساير زمينهامروزه در كشورهاي پيشرفته در حجم بس

هاي قابل توجهي ما هنوز مورد توجه كافي قرار نگرفته و توجه به آنها فرصت ها دركشوراين زمينه. كنداستفاده مي

  .دهدرا فرا روي نظام بانكي قرار مي

ادي حائز اهميت است، كاهش ريسك فروش اين اوراق مساله مهمي كه هم از نظر رياضي و هم از نظر اقتص

طور جداگانه مرتن، روشي را براي و به شولز - بلك1973در سال . اختيار معامله و تعيين ارزش حال آنهاست

اي ارايه كردند و نشان دادند كه در مدل آنها همواره ي استراتژي پوشش ريسك فروش اوراق اختيار معاملهمحاسبه

ي تحقيقات مهم آنها در حدود بيست سال بعد در در نتيجه. ك فروش اختيار معامله را پوشش دادتوان ريسمي

 در اين تحقيق بخشي به معرفي مفاهيم،. ي نوبل در اقتصاد را دريافت كردند شولز و مرتن جايزه1995سال 

متداول در تعيين قيمت اختيار هاي كاركردها و انواع اختيار معامله اختصاص داده شده و در قسمت ديگر، به مدل

اند هايي كه بر مبناي محاسبات تصادفي بنا شدههاي معمولي و مدلمعامله اشاره شده و مبناي محاسباتي مدل

  .شرح داده شده است

  .اي، مدل پيوستهگذاري اختيار، مدل دوجمله اختيار معامله، پوشش، قيمت:كلمات كليدي
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  مقدمه

ي آن اختيار خريد يا فروش دارايي ذكر ادي است كه به دارنده، قرارد1يك اختيار معامله

تاريخ . دهداي را ميتعيين شدهشده در قرارداد در تاريخ مشخص و با قيمت معين از پيش

  .ناميممشخص شده در قرارداد را تاريخ اعمال يا انقضا يا سررسيد و قيمت را نيز قيمت اعمال مي

اگر قيمت نقدي دارايي مورد نظر در : بدين ترتيب استكرد  عمل2در مورد اختيار خريد

ي اختيار خريد، آن را به موقع اجرا گذاشته با زمان اعمال، بالاتر از قيمت اعمال باشد، دارنده

فروشد و از اين رهگذر، منفعت سپس در بازار به قيمت نقدي مي. خردقيمت اعمال كالا را مي

تر از قيمت اعمال باشد، اختيار خريد را به مت نقدي پاييناين در حالي است كه اگر قي. بردمي

  .نمايدكند و از اعمال آن خودداري ميحال خود رها مي

ي آن اختيار دارد دارايي خود را در زمان آتي معيني با قيمت ، دارنده3درمورد اختيار فروش

ت خريداري  فرض كنيد كه كشاورزي يك اختيار فروش روي قيمت ذرمثلاً. خص بفروشدمش

اگر در زمان اعمال، قيمت ذرت ناگهان سقوط كند و به زير قيمت اعمال برسد، . كرده است

برابركاهش قيمت بيمه  تواند اختيار فروش خود را اعمال كرده و به نوعي خود را دركشاورز مي

 و حداقلي كننده قيمت و ابزاري كه كفعنوان بيمهتوان اختيار فروش را بهبا اين تعبير مي. كند

شود كه قيمت يك اختيار خريد زماني اعمال مي. كند در نظر گرفترا براي قيمت تعيين مي

  .تر از قيمت اعمال باشدنقدي پايين

كه خريدار اختيار حق دارد از اختيار خود استفاده بكند يا آن را اعمال نشده باقي درحالي

كه اختيار اعمال شد، تعهدات ست كه درصورتيي اين اختيار، اجباراً متعهد ابگذارد، صادركننده

 دليل،همينبه. ي خريد يا فروش كالا با قيمت تعيين شده را به معرض اجرا درآوردخود درباره

اين در .  عمدتاً در معرض خطر و زيان احتمالي با مبلغ نامحدود است4ي اختيارمنتشركننده

، منحصر به قيمتي است كه جهت خريداري حالي است كه زيان خريدار اختيار در بدترين حالت

  .اختيار پرداخته است

توان نوعي حق مي 5كه خريدار بايد جهت خريداري اختيار خريد يا فروش بپردازد را قيمتي

بنابراين بايستي . گرددمي كرد كه بابت انتقال ريسك به طرف مقابل، به وي پرداخت بيمه تعبير

اي به نسبت جديد بوده و بازار اختيار يار معامله پديدهتوجه كرد، كه تعيين قيمت براي اخت

                                                 
1 option              
2 call option 
3 put option 
4 seller, writer 
5 premium 
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معامله نيز بازاري كاملاً متفاوت از بازار كالا و خدماتي است كه در آنها قيمت كالا يا خدمت 

كه در اين گونهگذاري اختيار معامله، همانبه همين دليل نيز علم قيمت. گرددخاصي تعيين مي

ي بسيار وسيع و عميق از علم اقتصاد و ماليه تبديل يك دامنهمقاله معرفي خواهد شد خود به 

  .شده است

ي ي اساسي كه بايد در مورد تعيين قيمت اختيار معامله در نظر داشت، نحوهيك نكته

بردي منظور از پوشش ريسك اين است كه راه. ي آن است براي منتشر كننده1پوشش ريسك

 بر روي قيمت دارايي ذكر شده در اختيار، قادر به صورت هرگونه نوسان اتخاذ نماييم كه در

اما نكته اين . ي زماني كه ممكن است اختيار اعمال شود، باشيمايفاي تعهدات خود در هر نقطه

هايي كه گذاري در بازارهاي مختلف و بر روي داراييبردي قطعاً از سرمايهاست كه، چنين راه

بلكه تنها راه ممكن . ورد بحث ماست حاصل نخواهد شدارتباط با دارايي محركات قيمت آنها بي

، اين است كه پورتفوليوي متشكل از 2يابي به حالت خنثي نسبت به ريسكو منطقي براي دست

و اختيار خريد يا ) ارز و يا هر چيز ديگري باشد كه ممكن است سهام، (3خود دارايي مورد بحث

ي بدون ريسك ر به كسب بهره با نرخ بهرهاي كه قادفروش منتشر شده بر روي آن و سپرده

اي شكل دهيم كه مبناي آن مساوي بودن گونهو تركيب اين پورتفوليو را به. است تشكيل دهيم

البته با تغيير قيمت . ارزش پورتفوليو با ميزان تعهدمالي ايجاد شده در هر مقطع زماني باشد

راه ميزان تعهد ايجاد شده تغيير خواهد كرد و دارايي پايه و نرخ بهره، ارزش پورتفوليو نيز به هم

صورت پويا دنبال كرد و دائماً تركيب بهينه را در پورتفوليو بايد استراتژي پوشش ريسك را به

 در هر زمان بايد مساوي با ميزان تعهد ايجاد ليوضمناً اين نكته كه ارزش پورتفو. حفظ نمود

كند و از اين رو قيمت تعيين شده در اين مي يريشده باشد، از ايجاد فرصت آربيتراژ نيز جلوگ

  .شودروش، قيمت آربيتراژ ناميده مي

اين . توانيم به تفاوت بارز قراردادهاي اختيار معامله و قراردادهاي بيمه اشاره كنيماكنون مي

 .اشاره خواهد شدهاي بسياري دارند كه به چند مورد دو مقوله، در تعاريف و كاركردها، شباهت

بندي مساله، تابع توزيع ي مدلتوان در موضوعاتي از قبيل نحوههاي اين دو را ميچند كه تفاوت هر

كرد، اما تفاوتي كه در اينجا به آن خواهيم تغييرات قيمت، منشا ريسك و مسايل حقوقي جستجو 

ر بيمه، به دليل ماهيت بيمه، كالا يا دارايي پايه د. ي نحوه تعيين قيمت آنهاستپرداخت درباره

متشكل از خود دارايي پايه، قرارداد (اي نيست كه با تشكيل پورتفوليوي ذكر شده گونهاغلب به

                                                 
1 hedging       
2 risk neutral 
3 underlying asset  
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ي بيمه، شركت در مساله. برد پوشش ريسك براي آن اتخاذ كردبتوان راه) بيمه و سپرده پولي

هاي مختلف ييگيرد، در بازارهاي مختلف بر روي داراعنوان حق بيمه ميكه بهكننده با پولي بيمه

اگر اين . كند تا بتواند در زمان آتي، خسارت احتمالي وارد شده را تامين مالي كندميگذاري سرمايه

منطبق گذاري هوشمندانه باشد و احتمال در نظر گرفته شده براي بروز خسارت، با واقعيت سرمايه

صورت شركت بيمه متضرر غير اين  در .شودبرد، موثر و مناسب ارزيابي ميدر بيايد، اين راه

ي اما مسأله پوشش ريسك در اوراق  اختيار معامله، چنين است كه پوشش دهنده. گرددمي

ي نقدي خود را كه از فروش اين اوراق حاصل شده است، بر روي همان سهم يا ريسك، سرمايه

هاي  نوساناي كهگونهكند، بهگذاري ميكالايي كه در مورد آن اختيار، منتشركرده، سرمايه

ي صادر شده است، طوركه منشاء سود يا زيان وي در اختيار معاملهقيمت دارايي پايه، همان

همزمان منشا تغييرات ارزش پورتفوليوي وي در جهتي باشد كه همواره در هر زمان، دارايي 

  .شخص، برابر با مبلغ مورد تعهد وي گردد

  

   انواع اختيار معامله- 1

يك گروه از اين تقسيم . بندي كردتوان تقسيم از جهات مختلفي مياختيارهاي معامله را

ها بر حسب زمان اعمال آنهاست كه از اين نظر اختيارها به دو گروه اروپايي و آمريكايي بندي

اختيارهايي كه درست در زمان مشخص شده در قرارداد قابل اعمال . شوندبندي ميتقسيم

ايي كه در زمان سر رسيد و در هر زمان قبل از زمان سررسيد، هستند، اختيار اروپايي و اختياره

  . شوندقابل اعمال هستند، اختيار آمريكايي ناميده مي

، 1اختيارهاي سودآور :توان برمبناي ارزش اختيار صورت دادبندي ديگري را ميتقسيم

  .3ده و اختيارهاي زيان2اختيارهاي سربه سر

اختيار،  و قيمت اعمال و قيمتي كه براي خريداري در هر لحظه با توجه به قيمت نقدي

قيمت  .توان تعيين كرد كه اختيار، جزء كدام گروه فوق در آمده استپرداخته شده است، مي

عواملي  پرداخت شده براي خريد يك اختيار كه تعيين آن موضوع اصلي اين مقاله است، بستگي به

قيمت دارايي پايه، قيمت فعلي بازار، قيمت پذيري مدت زماني كه تا انقضا باقي است، نوساننظير 

روند از قبيل كار ميبراي تعيين اين قيمت بههايي كه مدل. ي بدون ريسك دارداعمال و نرخ بهره

بردهاي متفاوتي، ها هر كدام گرچه راهاي و ساير مدلاي، مدل بلك شولز، مدل شبكهمدل دوجمله

                                                 
1 in the money 
2 at the money  
3 out of money  
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در نظرگرفتن . ي آنها يكسان استاند اما زيربناي همههاتخاذ كردبندي و محاسبات جهت مدل

  كند تا اين زيربناي واحد را عنوان نوعي حق بيمه، به ما كمك ميقيمت خريد يك اختيار به

ي كردن اتومبيل در مورد رانندگاني كه سابقهمثلاً در بيمه. صورت شهودي لمس كنيمبه

 تصادف و سوانح ي ه براي رانندگاني كه سابقشود وتصادف اندكي دارند، جايزه پرداخت مي

بنابراين طبيعي است كه در مورد اختيارها هم، . شودي بيشتري مطالبه ميبالايي دارند، حق بيمه

دارد، )  بالا1پذيرييا اصطلاحاً نوسان(كه قيمت، افت و خيزهاي بسيار كردن قيمت، درحاليبيمه

كه بيمه يا همچنان. ها اندك استاشد كه نوسانكردن قيمت در شرايطي بتر از بيمهگران

ي آن است، همراه با افزايش زمان باقي ي يك سالهتر از بيمه سال، گران2مدت اتومبيل به

  .شودمانده تا انقضاي يك اختيار، قيمت آن نيز بالاتر تعيين مي

ذكر شده در دارايي (توان برمبناي دارايي پايه بندي ديگري از اختيارها را ميتقسيم

  :چند نوع مهم از آنها به قرار زير است. صورت داد) قرارداد

  2اختيار بر روي سهام -

 3اختيار بر روي ارزهاي خارجي -

 4اختيار بر روي نرخ بهره -

  5اختيار بر روي شاخص -

هـاي خاصـي از يـك جامعـه جالـب و مناسـب       وضوح هر يك از اختيارهاي فوق، بـراي گـروه     به

  كه به دليل مبادلات ارزي در معـرض ريـسك نوسـان قيمـت ارز هـستند،             ها  مثلاً بانك . هستند

ي آن حـق خريـد يـا فـروش     توانند با استفاده از اختيار بر روي ارزهاي خارجي كه به دارنده           مي

دهـد، خـود را نـسبت بـه         مي مقدار معيني ارز خارجي به ازاي مقدار مشخصي از پول داخلي را           

هـا،  اين نوع خاص اختيار از آنجـا كـه بـراي تمـامي بانـك              . ندهاي مربوط به ارز بيمه كن     نوسان

هايي كه مبادلات ارزي دارند، جالب توجه است و بازار بسيار بزرگـي را              موسسات مالي و شركت   

ترين بازارهايي كه در داد و ستد، آن فعاليـت بـالايي            يكي از معروف  . خود اختصاص داده است   به

 اختيار بر روي ارزهاي خارجي در آن داد و ستد   1982ا است كه از     دارد، بورس اوراق بهادار فيلادلفي    

  6.شودمي

                                                 
1 volatility  
2 stock option  
3 foreign currency option  
4 interest rate option  
5 index option  
6 Hul and options(1989) 
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اختيار بر روي نرخ بهره نيز، داراي انواع متنوع و متعددي است كه هر يك به تناسب، نوعي                  

دهد و  كردن در مقابل تغييرات افزايشي، كاهشي و يا در مقابل هرگونه تغيير را انجام مي              از بيمه 

  .سسات مالي، جالب و در حجم وسيع در حال مبادله استي موبراي كليه

توان به اختيارهاي مركب دست يافت اغلب با تركيب انواع مختلفي از اختيارهاي ساده مي

اين  ترينازساده .باشد كارايي لازم را داشته اي،كنندهاستفاده تناسب مقصد و منظور هر كه به

  . را نام برد3، استريپ و استرپ2استرانگل ،1 استرادلتوان اختيار بر روي اختيار،ها ميتركيب

اي از كارايي و تنوعي كه اين ابزارها به لحاظ كنترل ريسك و حصول ي نمونهبراي مشاهده

ي كاركرد يكي از اختيارهاي فوق مثلاً كنند، خوب است از نحوهي موردنظر ايجاد ميبازده

خريد و يك اختيار است كه از تركيب يك اختيار استرادل ابزاري . ميان آيداسترادل ذكري به

استرادل . شودسان حاصل ميفروش بر روي يك سهم مشخص با قيمت اعمال و تاريخ اعمال يك

زودي در قيمت آن زنند كه بهحدس ميگذاراني كه به هر دليل، ابزاري است مناسب براي سرمايه

برايشان ) افزايش يا كاهش(اين تغيير سهم، اتفاق و تغيير شديدي رخ خواهد داد، اما جهت 

زماني كه شركتي در شرف خريداري شدن از سوي شركتي ديگر است و يا در . مشخص نيست

ي شركت به زودي اعلام شود، احتمال ي دعوا قرار است موضوع مهمي دربارهي اقامهنتيجه

خوبي تواند بهادل ميبرد استرهاي شديد در قيمت سهام شركت بسيار بالاست، اتخاذ راهنوسان

  .گذار حفاظت كنداز سرمايه

كنيد قيمت سهم مشخصي  فرض: توان اين اثر محافظتي را توصيف كردمثال زير مي در

اي در العادههاي فوقشود كه، در سه ماه آينده نوسان دلار است و حدس زده مي69اكنون 

و يك اختيار فروش با قيمت اعمال گذار با خريد يك اختيار خريد بنابراين سرمايه. پيش است

ي اختيار فرض كنيد هزينه. كندبرد استرادل استفاده مي دلار و با انقضاي سه ماهه، از راه70

ها كه در مورد چگونگي تعيين اين قيمت( دلار باشد 3ي اختيار فروش  دلار و هزينه4خريد 

حال در هر يك از .  دلار است7 دلي اين استرابنابراين هزينه). بعداً توضيح داده خواهد شد

  :هاي افزايش يا كاهش قيمت، سود و يا زيان شخص قابل محاسبه استحالت

شود و در  دلار نزول كند، اختيار خريد بدون اعمال به حال خود رها مي55اگر قيمت به 

لار  د8 دلار اوليه، 7شود و با كم كردن  دلار سود عايد مي15عوض از ناحيه اختيار فروش، 

  :در مورد چند تغيير ديگر، نتايج در جدول زير خلاصه شده است. آيدسود خالص به دست مي

                                                 
1 Straddle 
2 Strangle 
3 Strip & Strap  
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  قيمت پس از سه ماه  55  69  70  90

  سود و زيان حاصل    +$8  -$6  -$7  +$13

  

 دلار خواهد بود و 7ي قيمت خريد استرادل يعني، اندازهگذار بهحداكثر زيان سرمايه درهرحال،

گذار  كه قيمت نقدي با قيمت اعمال يكي باشد، يعني حدس سرمايهآن در حالتي است

و هر چه نوسانات قيمت شديدتر باشد . كلي اشتباه از كار در بيايدهاي شديد، به نوساني هدربار

  .1گذار خواهد شدسود بيشتري عايد سرمايه

فت كرده باشد و عنوان مثال اگر يك نهاد مالي مانند، بانك، يك وام خارجي به پوند دريابه

هاي  بازپرداخت كند،  علاوه بر اين كه درمعرض خطر نوسان2ي لايبورقرار باشد آن را با نرخ بهره

نگراني دوم اين . هاي لايبور نيز باشداست، بايد نگران نوسان) ريال به نرخ تبديل پوند(قيمت پوند 

ي متغير لايبور را تبديل به خ بهرهكرد و نر توان با خريد اختيار بر روي نرخ بهره، برطرفرا مي

  .اي ثابت كردنرخ بهره

  

   اهميت و نقش اختيار معامله- 2

يك سوال منطقي كه ممكن است به ذهن برسد اين است كه، ضرورت استفاده از 

قراردادهاي اختيار معامله در چيست و مزيت آنها بر خريد خود سهام كدام است؟ براي پاسخ به 

 قصد تشكيل $ 7000فرض كنيد با : 3مثالي را مورد تامل قرار دهيماين سوال خوب است، 

سه . ي بانكي داشته باشيم يا سپردهIBM يا اختيار خريد بر روي سهام IBMپورتفوليو از سهام 

  :سناريوي زير را در نظر بگيريد

 6 در طول IBMكنيم فرض مي ($70 هر يك به مبلغ IBM سهم 100خريد  -1

  ).كندنميماه هيچ سودي تقسيم 

 6 با انقضاي $70 با قيمت اعمال IBM اختيار خريد روي سهام 1000خريد  -2

با قيمت هر ) شود سهم بسته مي100هر قرارداد روي ( قرارداد 10ماهه در قالب 

 .$7اختيار خريد 

                                                 
1 Hull and Options (1989) 
2 libor  
3 Bodie, Kane, and Marcus(1996) 
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در ) $6300(گذاري مابقي پول  و سپرده$700 اختيار به مبلغ 100خريد  -3

 . 6%ي بدون ريسك ساليانه ره ماهه با نرخ به6ي حساب سپرده

، ارزش هر يك از سبدهاي فوق IBM ماه، به نسبت تغييرات قيمت سهام 6پس از گذشت 

  :قابل محاسبه است

 

90$  80$  70$  60$  50$  
  IBMقيمت سهام 

  ارزش سبد

   سهام100): %1(سبد   5000$  6000$  7000$  8000$  9000$

  يار خريد اخت100  % ):2(سبد   0$  0$  0$  10000$  20000$

8489$  7489$  6489$  6489$  6489$  
از اختيار  تركيبي):3(سبد

  خريد و سپرده

  

دست آورده نسبت به توان بهيك از سبدها در هر يك از حالات را نيز مي ي هرو نرخ بازده

  :تغييرات قيمت رسم كرد

  

  

  

  

  

  

  

  

90$  80$  70$  60$  50$  
  IBMسهام  قيمت

  ارزش سبد

  )1(سبد   -%6/28  -%3/14  %0  %3/147  %6/28

  )2(سبد  -%100  -%100  -%100  %3/43  %7/185

  )3(سبد  -%3/7  -%3/7  -%3/7  %7  %3/21
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شود كه، استفاده از اختيارها دو ويژگي مهم ي اعداد و شيب نمودارها مشاهده ميبا مقايسه

  : دنبال داشته باشدتواند بهرا مي

چرا كه ارزش آنها بيش از حد با . دهند مي1آنها به ما اختيار استفاده از قدرت اهرم -

شود و همين ضريب بزرگ براي فعالان بازار بورس تغييرات ارزش سهام، بالا و پايين مي

 .كاملاً جالب و قابل توجه است

توان ريسك را نسبت به حالتي  مي،)3مانند سبد( اگر اختيار خريد با سپرده تركيب شود -

پس با تغييردادن . نوعي سبد را بيمه نمودداد و بهكه فقط سهام در سبد داريم كاهش 

برد مناسب جهت مديريت توان راهفروش در سبد مينسبت سپرده و سهام و اختيار خريد يا 

 .2ريسك را اتخاذ نمود

ترين ويژگي اختيارها كه فاقد هرگونه پيچيدگي ابزاري و محاسباتي بود، اساسي مثال فوق

ين است كه در دنياي حاضر ابزارهايي با تنوع و پيچيدگي زياد براي اما واقعيت ا. را توصيف كرد

هاي شخصي در مديريت ريسك انواع بازارها با انواع الگوهاي افت و خيز قيمت و انواع سليقه

  .هاي بزرگ استايجاد شده و در حال مبادله در اندازه

   4 و بورس فيلادلفيا3در بورس سهام امريكا 1975 ي اختيار معامله روي سهام درمبادله

ي هشتاد حجم معاملات اوراق اختيار معامله با رشد كه در اوايل دههطوريبه. اندازي شدراه

در همين . ي خود سهام در بورس سهام نيويورك پيشي گرفتنجومي از حجم معاملات روزانه

 قراردادهاي آتي ي اختيار روي ارز، شاخص سهام ودهه بود كه درامريكا بازارهايي براي مبادله

  .ايجاد شد

 ي مالي به ابزاري استاندارد تبديل شده و رشدهاي اخير كه ابزارهاي مشتقهحتي در سال

ي اين  درصدي حجم مبادله شده74اند، باز شاهد رشد ي خود را از دست دادهنمايي اوليه

ي اختيار معامله در اين ميان حجم مبادله. ايم بوده2004 تا 2001هاي قراردادها بين سال

ي مالي  درصد حجم كل مبادلات ابزارهاي مشتقه30 تا 25همواره رو به افزايش و اغلب بين 

  :بوده است

  

  

                                                 
1 leverage 
2 Bodie, Kane, and Marcus (1996) 
3 amex 
4 phlx 
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  )برحسب ميليارد دلار(حجم مبادلات ابزارهاي مشتقه آمريكا 

      2003دسامبر   2004ژوئن   2004دسامبر   2005ژوئن   2005دسامبر 

31609  31081  26289  26997  24475   
قراردادهاي يكليه

  ي ماليمشتقه

24416  24036  23174  20959  18758  
قراردادهاي آتي و 

  معاوضات

  اختيار معامله  5717  6038  6115  7045  7193

    Bank for international settlements. 
  

هايي هركه صحبت از اهميت موضوع يا ابزار خاصي در ميان باشد، مرسوم است كه جدول

دهد،  در حال رشد و يا نمودارهايي كه روند صعودي موضوع مورد بحث را نشان ميحاوي ارقام

ي استفاده از ابزار موردنظر گوشزد فزاينده ارايه شود و با ذكر درصدها و آمار چندساله، رشد

  .شود

هر چند كه در صحت آمار و ارقام و اهميت آنها در قبول ادعاي مورد بحث، ترديدي نيست 

كردن اهميت يك ابزار متصور است و آن اين است كه سير ي هم براي خاطر نشاناما راه ديگر

  .ي اخير را مدنظر قرار دهيمدهه تحول كيفي آن ابزار در طول چند

اي از عنوان مثال ابزاري مانند، اختيار بـر روي نـرخ بهـره، هـم مـوردنظر حجـم گـسترده        به

د از اين    سو بسي خود از حركات بازار قصدك     بينگذاراني است كه با توجه به قدرت پيش       سرمايه

ها و موسسات مالي است كه مايلند ريسك ناشـي          شدت مورد توجه شركت   ابزار را دارند و هم به     

به همين دليل تحولات كيفي بسياري در اين ابزار بـه           . نرخ بهره را تحت كنترل خود درآورند       از

ي دهه چند در يفي اختراعي نظير كامپيوتراغراق آنرا با تحولات كتوان بيخورد كه ميچشم مي

تاكنون چندين نسل از اين ابزار در بازارهاي اروپايي و امريكايي ايجـاد شـده       . اخير مقايسه نمود  

. هاي مختلف كـامپيوتر دارنـد     است كه هر كدام نسبت به نسل گذشته خود اختلافي مانند نسل           

  .1رايي ابزار ياد شده باشدي وسعت استفاده و كاتواند بيان كنندهاين خود مي

  

  گذاري سهاماي قيمت مدل دوجمله- 3

گيرد، فرض اين مدل تغييرات قيمت بازار سهام در واحدهاي زماني گسسته صورت مي در

 در(قيمت اوليه سهام . شودكه در هر واحد زماني براي قيمت دو انتخاب وجود خواهد داشتمي

                                                 
1 Ricardo (1999) 
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، به اين ترتيب كه d<u>0: عدد مثبت نيز وجود دارنددو . دهيم نمايش ميS0را با ) زمان صفر

قيمت سهام در  تغييرات.  خواهد بودuS0 و يا برابر dS0قيمت سهام، در زمان يك، يا برابر 

. كنيممشخص مي) عنوان مثال ساده از يك توزيع احتمالبه(سكه  هاي مختلف را با پرتاب يكزمان

برابر است  آمد، قيمت سهام T و اگرسكه S1(H)= uS0 آمد، قيمت سهام برابر است باH  سكه اگر

و اين كار را ) شكل زير(اندازيم همين ترتيب براي زمان دوم هم سكه ميبه . S1(T)= dS0با 

  .دهيمهاي بعدي نيز ادامه ميبراي زمان

 
 
 
 
 
 
 
 

  

ار سهام هاي ممكن تغييرات قيمت بازتمام حالت. اندازيم بار سكه ميnحال فرض كنيد كلاً 

دارد و  دادهاي ممكن در بازار را در براين مجموعه تمام رخ.  عضوي خواهد بود n2يك مجموعه 

دهيم كه در آن  نمايش ميω= (ω1,…, ωn) را با Ω خواه ازيك نقطه دل. دهيم نمايش ميΩآن را با 

ωk داد سكه در زمان معرف رخk- ،ام استωk∈{H,T} . قيمت در زمانk- ر سهام، در بازاامSk ،

 rهمچنين يك بازار پولي با نرخ بهره . Sk(ω)توان نوشت بنابراين مي.  خواهد بودωتابعي از 

  واحدr+1گذاري در بازار پولي در واحد زماني بعد يك واحد پولي سرمايه(گيريم نيز در نظر مي

كه رتي، درصوd<1+r<u: كنيمهمچنين فرض مي). پولي و بدون ريسك بازگشت خواهد داشت

.  افتادگذاري در يكي از بازارهاي سهام و يا بازار پولي اتفاق نخواهدشرط اخير صدق نكند سرمايه

 سهم ي ههاي زير را در مورد تعيين قيمت اختيار معاملحال تحت فروض عمومي مذكور، مثال

  .1كنيممورد نظر بررسي مي

 را در نظر 1و زمان سررسيد  k>0 با قيمت توافقي 2يك اختيار خريد اروپايي -1-3مثال

. دهد را به ما ميk با قيمت 1در زمان ) بدون الزام(اين اختيار خريد، اجازه خريد سهام . گيريممي

 = +V1(ω1) = (S1(ω1)-K)دهيم قرار مي. S1-K برابر است با 1بنابراين ارزش اين اختيار در زمان 

                                                 
1 Hunt and Kennedy (2000) 
2 European call option  

 
S2(HH) = u2S0 

S1 (H) = uS0 

S2 (HT) = udS0 
S0 

S2 (TH) = duS0 
S1 (T) = dS0 

S2 (TT) = d2S0 
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max {S1(ω1)-K, 0} هدف اوليه ما . گوييمزمان سررسيد معامله مي، و به آن ارزش اختيار خريد در

-فرض كنيد يك سرمايه. اين اختيار خريد در زمان صفر است) ارزش حال(محاسبه قيمت آربيتراژ 

اكنون الزامي براي پرداخت . فروشدمي V0گذار در زمان صفر اختيار خريد را به ارزش حال 

V1(ω1) 1( چه اتفاقي رخ خواهد داد، 1ان داند در زماز آنجا كه نمي.  دارد1 در زمانω 

ارزش . كندسهم از بازار سهام خريداري مي 0∆براي پوشش ريسك اين معامله به تعداد ) مجهول

  .  X1(ω1) = ∆0S1(ω1) + (1+r) (V0 – ∆0S0):  عبارتست از1پورتفوليوي اين شخص در زمان 

  :را پوشش دهد بايد داشته باشيم V1آنكه بتواند الزام  براي

  
V1(ω1) = X1(ω1).  

  دست آيد كه با حل آنها بهدست مي دو معادله بهω1 = H,Tبا قراردادن 

  :آوريممي

  

  

  

  

  

,~p~1qي بالا درمعادله
du

dr1
p~ −=

−
−+

توان اين دو مقدار را احتمال مي. باشد مي=

ه اين البت. 1 است»تفاوت نسبت به ريسكبي«اين احتمال اصطلاحاً .  تعبيركردT و Hوقوع 

  . نداردT و Hاندازه احتمال هيچ ارتباطي با احتمال وقوع واقعي 

درمثال قبل نكته اصلي اين است كه ثروت ناشي از فروش اختيار خريد در زمان سررسيد 

اين مطلب درحالت كلي ). و نه بيشتر(بايست قادر به پوشش تعهد ناشي از فروش آن باشد مي

ثروت ناشي از فروش يك اختيار خريد با زمان  Xk (k ≤ n)اگر منظور از . نيز صادق است

اين صورت يك پوشش ريسك كه   درkارزش اختيار معامله در زمان  Vk باشد و nسررسيد 

چرا .  صدق كندXk=Vkبايست در شرط مي كند،قيمت آربيتراژي را براي اين اختيار توليد مي

  .2آيدوجود ميوشنده اختيار معامله بهاين صورت فرصت آربيتراژي براي فر در  Xk >Vkكه اگر 

                                                 
1 risk-neutral probability  
2 Shreve (1997) 

( ) ( )
( ) ( ) ,

T1SH1S

T1VH1V
∆

−

−
=°

( ) ( )[ ]T
1

Vq~H
1

Vp~
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1
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+
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كنيم گيريم و فرض مي را در نظر ميnيك اختيار خريد اروپايي با زمان سررسيد  -2-3مثال

عبارتست از  براي اين اختيار 1يك پوشش ريسك. است Vnارزش اختيار معامله در زمان سررسيد 

كه در هر طوري به(X0,…, Xn) و يك دنباله ثروت، (n-1∆ ,…,0∆)يك دنباله پوشش ريسك 

  :داشته باشيم k = (ω1,…, ωk) و براي هر k ≤ n ≥ 0زمان 

)1 (

.)ω~()Sω~(∆)ω~(r)(X(1)ω~()Sω~(∆)ω~(X 11111111 −−−−−−−− −++= kkkkkkkkkkkk  

  

  : و حل اين دو معادله خواهيم داشتωk= H, Tبا تشكيل معادله بالا براي 

          )2 (                                
T)ω~(SH)~S

T)ω~(XH)ω~(X
)ω~(∆

11

11
11

−−

−−
−− −

−
=

kkkk

kkkk
kk

ω(
  

  

)3(                        [ ]Tω~(Xq~H)ω~(Xp~
r1

1
)ω~(X 1111 −−−− +

+
= kkkkkk  

  

  :هانكته

بنابراين براي محاسبه تابع . معادلات بالا يكسري معادلات بازگشتي معكوس هستند -

∆k-1 نيازمنديم ابتدا تابع Xk  را در همه نقاطk
~ωدر نتيجه براي .  محاسبه كنيم

  .  محاسبه است2n+1 نياز به (V0 = X0)محاسبه ارزش چنين اختيار خريدي 

صورت تعداد محاسبات دراين )يك اختيار خريد سه ماهه (n= 63عنوان مثال اگر به

اين .  رقمي خواهد بود17گذاري اين اختيار خريد عددي حدوداً لازم براي ارزش

هاي كارآمدتر براي بنديمساله بسيار مهم است و در حقيقت لزوم تلاش براي مدل 

  .سازدگذاري اختيار معامله را روشن ميه ارزشحل مسال

 اعمال نشده است و Vnدر معادلات بالا هيچ نوع شرط خاص بر روي تابع قيمت توافقي  -

 .اين معادلات براي هر نوع تابع قيمت توافقي برقرار است

هستيم كه خود  Xk نيازمند تابع Xk-1دهندكه، براي محاسبه معادلات بالا نشان مي -

kω تابعي از
~1ω تنها تابعي از Xk-1از طرف ديگر .  است~ −kاست و نه kω

نكته در  . ~

11(اينجاست كه، براي محاسبه  ω
~(X −− kkگيري بر روي همه مقادير  از نوعي انتگرال

                                                 
1 hedging  



  مقالات هفدهمين همايش بانكداري اسلامي مجموعه                                                                   246

 

 

~1ωام حالت -k-1ام فضاي حالات با فرض آنكه در مرحله -Kمرحله  −k رخ داده است 

 .استفاده شده

بنابراين . دست آمده است بهH,Tمعادلات بالا مستقل از تابع اندازه احتمال واقعي  -

دليل اين مساله اين است كه اساساً روش .  برقرار استH,Tبراي هر نوع احتمال وقوع 

، T افتد با اتفاق ميHمستقل از آنكه ه قيمت آربيتراژ ما مبتني بر اين بود كه محاسب

 .ريسك اختيار معامله را پوشش دهيم

هاي قيمت شود كه حركتاي فرض ميهاي دوجملهدرعمل معمولاً هنگام استفاده از مدل

ر معامله را به معمولاً طول عمر اختيا. اي استصورت دو شاخهمدت بهي كوتاهسهام در فاصله

ي زماني، اين فرض كه در هر دورهطوريبه كنندمدت تقسيم ميتعداد زيادي فاصله زماني كوتاه

با تقسيم طول عمر يك اختيار معامله . شود برقرار باشد ضرب ميd يا uكه قيمت گره قبلي در 

 وجود خواهد مسيراحتمالي قيمت) حدود يك ميليون(230قيمت نهايي و 31 فاصله زماني، 30به

  .داشت

 را با توجه به نوسان پذيري d و uتوان فاكتورهاي كاكس، راس و رابينشتاين نشان دادند كه مي

  :1هاي زماني تقريب زد و طول هريك از بازه(σ)قيمت سهام 

  

u

1
deu , == tδσ  

تا گره ديگر هاي زماني از يك گره  كسري از يك سال است كه طول هر يك از بازهδtكه در آن 

  .گيردرا دربر مي

  صورت مركب پيوسته فرض ي بدون ريسك بهشود كه نرخ بهرهاغلب ديده مي

محاسبات  در (r+1)كه  جاي فاكتور رشدي محاسبات فوق بهصورت در كليهدراين .شودمي

  :آيد در ميصورت زير به~p منظور شود و در نتيجه فرمولerδtشده، بايد  منظور

du

de
p~

−
−

=
trδ

  

  

 يك اختيار فروش آمريكايي پنچ ماهه منتشر شده را بر روي سهامي كه سود -3-3مثال

 دلار، نرخ 50 دلار، قيمت اعمال 50فرض كنيد قيمت جاري سهام . نظر بگيريد پردازد، درنمي

                                                 
1 Hull (1989) 
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به .  باشد40%يز ساليانه پذيري قيمت سهام ن و ميزان نوسان10%ي بدون ريسك ساليانه بهره

  :اين ترتيب خواهيم داشت

50=S0 50 و=k 1/0 و=r 

جهت سهولت (ي زماني ي مذكور را به پنج فاصلهكنيد طول عمر اختيار معامله فرض

به طول يك ماه، تقسيم كرده باشيم، با استفاده از محاسبات فوق در هرگره قيمت ) محاسبه

  :ايمبه كردهسهام و قيمت اختيار معامله را محاس

1/1224eu
12

1
S , == = tS

t
σ  

49270/p~1 =−,0/5073
du

de
p~ =

−
−=

tr δ

,

89090 /=−= tSed σ 
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  : از طريق زير محاسبه شده استEمثلاً قيمت اختيار معامله در گره 

66/2 =12

1
10 ×− /

e)45/5 × 4927/0 +0 ×5073/0(  

زيرا در گره .  گردد0شود كه قيمت آن برابر  اعمال زودتر از موعد اختيار باعث ميEدرگره 

بنابراين مقدار صحيح قيمت اختيار .  است$59سهام و قيمت اعمال هردو برابر با  مزبور قيمت

  . دلار است66/2 برابر با Eمعامله درگره 

توجه داشته باشيد كه . كنيمها را محاسبه ميرتيب، قيمت اختيار در سايرگرههمين تبه

. آيدشمار نميدارا بودن ارزش پولي، هميشه بهترين راه بهاعمال زودتر از موعد اختيار در صورت

خواهد ) 50-69/39( دلار 31/10، در صورت اعمال، ارزش اختيار معامله بالغ بر Bگره  مثلاً در

  :ن وجود اگر اختيار مزبور را اعمال نكرده و نگه داريم، ارزش آن برابر خواهد بود بابا اي. شد

36/10 =12

1
10 ×− /

e)64/14 × 4927/0 + 38/6×  5073/0(  

اين گره  در قيمت صحيح اختيار. اين گره نبايد اختيار معامله را اعمال نمود بنابراين در

  . شود مي36/10$

در گره آغازين  بر روي درخت در خواهيم يافت كه قيمت اختيار، 1گردت عقببا انجام عمليا

. شودهاي بيشتر استفاده ميتر و تعداد گرههاي زماني كوچكدر عمل از بازه.  دلار است49/4برابر با 

،  100، 50، 30نشان داد كه با انتخابتوان  ميDeriva Gemبا استفاده از نرم افزارهايي مانند 

  .2شود مي283/4، 278/4، 272/4، 263/4ترتيب رحله زماني، ارزش اختيار معامله به م500

  

  اي در قالب احتمالاتي مدل دو جمله-4

شود، مدل گذاري نظريه اختيار از آن ياد ميهايي كه همواره در بحث قيمتيكي از مدل

همراه آورد  نوبل بههمچنان كه ذكر شد، اين مدل براي ايشان و مرتن جايزه.  شولز است-بلك

  .ودالبته بلك به هنگام اعطاي جايزه در گذشته ب(

به اين ترتيب كه معادله . اي استمدل دو جملهيافتي احتمالاتي بهاساس اين مدل ره

جاي و به. كندميگزين ي ديفرانسيل تصادفي جايگرد ياد شده را با يك معادلهبازگشتي عقب

هاي زماني را در حد ديفرانسيلي خورد، بازه ميd يا uضريبي معادل اين فرض كه قيمت در هر بازه 

 تغيير قيمت را نوعي حركت براوني فراگردتر هاي قديميبا استفاده از مدل كوچك اختيار كرده

                                                 
1 back ward  
2 Hull and Options (1989) 
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اما در . ي مدل قبلي است معادله2nگزين حل جايي ديفرانسيل حاصل حل معادله. تعبير كردند

 خوشبختانه. گيري از معادلات ديفرانسيل تصادفي موجود نيست انتگرالاي برايحالت كلي نظريه

ده حركت براوني گيري يا حل معادلات ديفرانسيل تصادفي با انتگرالي كاملي براي انتگرالنظريه

ي ديفرانسيل اين نظريه مبناي حل معادله.  ميلادي معرفي شده بود30ي توسط ايتو در دهه

  .1رفت شولز قرار گ-مدل بلك

جواب صريحي براي ) r(و نرخ بهره ) σ(پذيري بودن نوسانتحت مفروضاتي از قبيل؛ ثابت

  .آمد كه از قرار زير است دستيافتن قيمت اختيار خريد و اختيار فروش به

كند قيمت اختيار ي اروپايي بر روي سهامي كه سود پرداخت نميدريك اختيار معامله

  :عبارت است از

خريد قيمت اختيار  = c = S0N(d1)-ke-rTN(d2), 

 .p = Ke-rT(-d2)-S0N(-d1) = قيمت اختيار فروش

 S0 قيمت اعمال، Kصورت كسري از سال،  مدت زمان تا انقضاء بهTكه در هر دوي اين روابط 

 تابع توزيع احتمال N(x)صورت مركب پيوسته، ي بدون ريسك به نرخ بهرهrقيمت فعلي، 

  :يع نرمال استاندارد و داريمتجمعي يك متغير با توز

T

T)r()
k

S
(Ln

d
σ

σ++
= 2

2

0

1
  

  

T

T)r()
k
S

(Ln
d

σ

σ−+
= 22

2

0

  

  

اختيار خريد اروپايي منتشرشده روي سهام مذكور .  است$42 قيمت فعلي سهامي -1-4مثال 

 10%اگر نرخ بهره بدون ريسك، ساليانه .  را در نظر بگيريد$40 ماهه و قيمت اعمال6با انقضاي 

  . فرض شود، قيمت اختيار را بيابيد20%پذيري سالانه باشد و نوسان

76930
5020

50
2

20
10

40

42
2

1
/

//

/)
)/(

/()(Ln
d =

×++
=  

                                                 
1 Black (1973), Merton (1973) 
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5020

50
2

20
10

40

42
2

2
//

/)
)/(

/()(Ln
d

×−+
=  

  

049/38 =5/0×1/0-e40 =Ke-rT 

  :درنتيجه

76/4=)6278/0(N 049/38-) 7693/0(N42 =ارزش اختيار خريد  

  :جاي اختيار خريد، اختيار فروش را در نظر بگيريماگر در همين مثال به

81/0=)6278/0(N049/38) + 7693/0-(N42- =ارزش اختيار فروش  

ي سر به سر براي خريداري پوشي از ارزش زماني پول، براي رسيدن به نقطهبنابراين با چشم

ي سر به سر براي خريدار  افزايش يابد و نقطه$76/2اختيار خريد، لازم است كه قيمت سهام 

  1. دلار كاهش يابد81/2ت سهام شود كه قيماختيار فروش زماني حاصل مي

عنوان متغيرهاي تصادفي به Skگذاري، توابع يافت احتمالاتي براي حل مساله ارزشره در

 :نظير دراين قسمت نياز به مفاهيم احتمالاتي .شوندگرفته مي نظر در) R به Ωتوابع از (

تصادفي، حركت براوني ي ديفرانسيل  ماركوف، فيلترسازي، معادلهفراگرداميدشرطي،مارتينگل، 

  . مراجعه نمود3)2000(اكسندالتوان به  براي جزئيات بيشتر مي2.و انتگرال ايتو داريم

  : كه در آن(n-1∆ ,…,0∆) =∆ عبارتست از 4گذاري سرمايهفراگرديك 

- ∆k  تعداد سهام از بازار سرمايه است كه در زمانkدارا هستيم .  

 .پذير است اندازهk ،-Fk∆هر  -

 گيريم كه اطلاعات موجود از نتيجه ميk∆پذيري  اندازهFk-اي، از فرض  جملهدرمدل دو

كند و ام مشخص مي-kام استراتژي ما را براي خريد سهام در مرحله -kهاي قيمت تا زمان نوسان

  .اين استراتژي تابع تغييرات بعدي بازار نيست

گذاري نيز  سرمايهفراگرد ثروت حاصل از يك) 5∆گذاري  سرمايهفراگردثروت  (-2-4تعريف

  :گرددصورت زير تعريف مي تصادفي است كه بهفراگرديك 

                                                 
1 Hull (1989) 

) 1996(و دلبـين ) 2000(توانـد بـه اكـسندال    محترم مـي ي هبراي آشنايي با تعاريف و قضاياي مورد نياز، خوانند 2

  .مراجعه نمايد
3 Oksendal (2000) 
4 portfolio process  
5 self-financing portfolio process ∆  
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  .كنيم شروع ميX0با ثروت اوليه  -

 :كنيمصورت استقرايي تعريف ميبه -

Xk+1= ∆kSk+1+(1+r)(Xk-∆kSk)= (1+r) Xk+∆k(Sk+1-(1+r)Sk). 
  

  .پذير است اندازهXk ،-Fkتوجه كنيد كه بنا برتعريف 

P(رفضايد -3-4قضيه
~

,F,Ω (تصادفي فراگرد { }n

kkk
k F,X)r(

0
1 =

يك مارتينگل +−

  .است

  :داريم) 3(ي  بنابر معادله:اثبات

[ ])T~(Xq~)H~(Xp~
r

)~(X kkkkkk 1111
1

1
−−−− ω+ω

+
=ω  

  .كه اين دقيقاً معادل شرط مارتينگل است

 عبارتست از؛ يك متغير m يك اختيار معامله اروپايي با زمان سررسيد -4-4تعريف

، اگر مقدار 1گوييم يك اختيار معامله اروپايي قابل پوشش استمي. Vmپذير اندازه Fm–دفي تصا

 فراگرد موجود باشد كه ثروت (n-1∆,…,0∆) =∆گذاري  سرمايهفراگرد و يك X0ثابت 

  . صدق كندXm(ω)= Vm(ω), ω∈Ωگذاري نظير در رابطه سرمايه

  : داريم فوقعنوان يك نتيجه از قضيهبه

صورت براي هر دراين،  قابل پوشش باشدVm اگر يك اختيار معامله اروپايي -5-4نتيجه

k=0,…,m، قيمت آربيتراژ Vm  در زمانkبرابر است با  :  

(1+r)k E((1+r)-mVm   	 Fk). 

  .دهيمنمايش مي Vmاين قيمت را با 

. خواه قابل پوشش ريسك استاي يك اختيار معامله اروپايي دل مدل دوجمله-6-4قضيه

  :دهيمبه اين ترتيب كه قرار مي

Xk (ω1,…, ωk )= (1+r)k E((1+r)-mXm   	 Fk) (ω1,…, ωk ), 
 

)T,,...,(S)H,,...,(S

)T,,...,(X)H,,...,(X
),...,(

kkkk

kkkk
kk ωω−ωω

ωω−ωω=ωω∆
++

++

1111

1111

1  

  

                                                 
1 hedgeable  
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برابر  m-1∆ ,…,0∆گذاري  سرمايهفراگرد، ثروت X0=E((1+r)-mVm)باشروع از ثروت اوليه 

  .خواهد بود X0,… , Xm = Xm فراگرد

بندي مساله به زبان صورت.  دربخش قبل است)2-3( مثالاثبات قضيه بالا اساساً همانند

  .سازدمساله را فراهم ميهاي احتمالاتي و كليت بخشيدن بهاحتمالاتي امكان استفاده از فرض

صورت زير  تصادفي ماكزيمم قيمت را بهفراگرد. نظر بگيريد اي را درمدل دوجمله -7-4مثال

  :كنيمتعريف مي

Mk=max1≤j≤kSj.  
 

} دو بعدي فراگردصورت دراين  }n

kkk )M,S(
 تابع دو متغيره  ماركوف است و براي هر=0

  : داريمhحقيقي 

).,(~))(,(~)),(( 11 kkkkkkkk MdShquSMuShpFMShE +∨=++  

  

حال يك اختيار خريد به ارزش .  استbو a ماكزيمم دو عدد ∨baكه منظور از  توجه كنيد

Vn= un(Sn, Mn) در زمان سررسيد nكنيم ارزش اختيار يعني فرض مي. گيريمنظر مي  را در

 kVk-(r+1)از آنجا كه . در زمان سررسيد تنها تابعي از قيمت سهام در زمان سررسيد است

  :مارتينگل است داريم

).FV(E
r

V kkk 1
1

1
++

=  

  : و بنابر خاصيت ماركوف داريمVn= uu(Sn,Mn)در زمان سر رسيد داريم 

[ ]),(~),(~
1

1
))(,(

1

1
1111111 −−−−−−− +

+
=

+
= nnnnnnnnnnn MdSuqVMuSuSup

r
FMuE

r
V

  

  :صورت زير تعريف كنيم را بهun-1(x,y)بنابراين اگر تابع دو متغيره حقيقي مقدار 

[ ],)y,dx(uq~)yux,ux(up~
r

)y,x(u nnn +∨
+

=−
1

1
1  

  :خواهيم داشت

Vn-1= un-1(Sn-1, Mn-1). 
  :كنيمصورت زير تعريف ميرا به uk(x,y)درحالت كلي تابع دو متغيره 

[ ],)y,dx(uq~)yux,ux(up~
r

)y,x(u kkk 11
1

1
++ +∨

+
= 
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  : برابر است باk دراين صورت قيمت اختيار در زمان

).M,S(uV kkkk =  

  :آيددراين مثال پورتفوليو به صورت زير به دست مي

  

k

kkkkkkk
k S)du(

)M,dS(u)MuS,uS(u

−
−∨=∆ ++ 11  

 ، به عنوانVkاي صريح براي كرد تا بتوانيم ضابطه درمثال بالا فرض ماركوف بودن به ما كمك

شود  كاملاً شناخته ميVkتابع ، Vk+1شناخت تابع  با درنتيجه .دست آوريم، بهVk+1تابعي از 

، V0زمان صفر  بنابراين براي محاسبه ارزش معامله، در). ها در بخش قبلرجوع به قسمت نكته(

حالت خاص اگر ارزش  در).  در بخش قبلn2مقايسه كنيد با ( محاسبه نيازمنديم nتنها به 

صورت زير در لات بالا به معادVn=g(Sn) باشد Snاختيار خريد در زمان سررسيد تنها تابعي از 

  :آيندمي

[ ],)dx(vq~)ux(vp~
r

)x(v kkk 11
1

1
++ +

+
=  

  

,
S)du(

)dS(v)uS(v

k

kkkk
k −

=∆ ++ 11  

 
Vk=vk(Sk) 

 
اي با تغيير تابع اندازه احتمال، روي فضاي بندي احتمالاتي مدل دو جملهدرصورت :بنديجمع

هاي فراگرد، Xkو  Skاي تصادفي هفراگرد درk-(r+1) و استفاده از ضريب ~p بهp از Ωاي نمونه

)روي فضاي   برkXk-(r+1)و  kSk-(r+1)تصادفي مارتينگل  )P
~

,F,ωاين  به.  را به دست آورديم

روي فضاي احتمالاتي  بر ترتيب محاسبه ارزش حال اختيار معامله به يك محاسبه اميد رياضي

  1.پردازيم تعميم است، كه در بخش بعدي به آن مييافت به حالت پيوسته قابلاين ره. جديد تبديل شد

در اين روش اختيار معامله . پردازيم مي2هاي اختيار معامله امريكايياكنون به بررسي مدل

هاي خود قبل از رسيدن زمان سررسيد بينيتواند برحسب پيششخص خريدار اختيار، مي

                                                 
1 Shreve (1997) 
2 American option  
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  رد، برحسب كه شخص تصميم بگيآن براي. كند 1اختيار خود را اعمال

 .هايي دارد اختيار خود را اعمال كند يا نه نياز به محكtهاي خود قبل از رسيدن زمان بينيپيش

اكنون به . بيان هستند قابل 2زمان توقف قالب متغيرهاي تصادفي موسوم به در ها همگياين محك

  :پردازيمبيان تعريف يك اختيار امريكايي و خواص آن مي

اي يك اختيار خريد امريكايي در مدل دو جمله) ر خريد امريكايياختيا (-8-4تعريف

}يك دنباله از متغيرهاي تصادفي : عبارتست از }n

kkG
. پذير است اندازهGk ،Fkكه هر طوري به=0

كه در صورت   اختيار خود را اعمال كند،kي اختيار امريكايي قادر است، در هر زمان دارنده

  .كند را دريافت ميGk اعمال مبلغ

اميد (كنيم دهيم و تعريف مي نمايش ميTk  را باk≥τهايي كه ي تمام زمان توقفمجموعه

Pتفاوت نسبت به ريسك ي احتمال بيشرطي با اندازه
~

  ):گردد محاسبه مي

)FG)r((E)r(maxV k
rk

Tk k τ
−

∈τ ++= 11  

 تعريف Vkبايست برابر مي kكه، ارزش اين اختيار امريكايي در زمان شهودي واضح است  طوربه

برسيم، در  Vk=Gk به تساوي kاما اگر در زمان . Vk ≥ Gkواضح است كه، . شده در بالا باشد

بايست آنرا اعمال كند، توجه كنيد كه، در اين زمان هيچ اين صورت مالك اختيار حتماً مي

اگر مالك اختيار را اعمال نكند، . هاي بعدي نيستتيار در زماناميدي به بالاتر رفتن ارزش اخ

آيد؛ به بيان ديگر دست ميبهي اختيار در اين صورت فرصتي براي ذخيره ثروت، براي فروشنده

FV(E(قادراست ي اختيار،فروشنده
r

VC kkkk 1
1

1
++

 پوشش ريسك خارج فراگردرا از   =−

قرار  اگر. وجودآيدشكلي جهت پوشش ريسك براي او بههاي بعدي مكه در زمان آنكند، بدون

~),...,(دهيم 
kk ωω=ω

استراتژي پوشش ريسك در اختيار امريكايي توسط صورت  در اين1

  :شودگذاري زير داده مي سرمايهفراگرد

  

.
)T~(S)H~(S

)T~(V)H~(V
)~(

kkkk

kkkk
kk ω−ω

ω−ω=ω∆
++

++

11

11  

گذاري ناشي از سرمايه ثروت فراگردي اختيار،  توسط فروشندهCkي مبلغ با توجه به ذخيره

  :آيددست ميبه طريق زير به

Xk= ∆k-1Sk + (1+r) (Xk-1- Ck- ∆k-1Sk-1). 

                                                 
1 exercise  
2 stopping time  
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 kدهد كه در هر زمان اين تساوي نشان مي. k، براي هر Xk=Vk: توان ثابت كردحال مي

 فراگرد يك ∆ي اختيار، توانايي پوشش تعهد در آن زمان را دارد و در نتيجه استراتژي فروشنده

  .شش ريسك استپو

  

   مدل پيوسته- 5

در زمان ي قيمت كنيم، يك نوع سهام با تغييرات پيوستهاي فرض ميهمانند مدل دوجمله

همانند گذشته . گيريم در نظر ميrنرخ بهره را برابر با مقدار ثابت . پيوسته در بازار سهام وجود دارد

 St:Ω →Rابراين متغير تصادفي بن.  استt∈Rدهيم كه در آن  نمايش ميStقيمت سهام را با 

توان به عنوان را مي ω∈Ωاي يك نقطه از فضاي نمونه. t قيمت سهام در زمان  است ازعبارت

يعني تناظري يك به يك ميان . يك سناريوي ممكن براي تغييرات بازار سهام در نظر گرفت

ω∈Ω و تابع St(ω):t→St(ω)ترسازي و مارتينگل  تصادفي، فيلفراگردمفاهيم . آيددست مي به

 عبارتست از تمام Ft={σ(Ss):s ≤ t}: گردند؛ به عنوان مثالهمانند حالت گسسته تعريف مي

حالت پيوسته نياز  بندي دردر مدل. ام-tاطلاعات موجود از تغييرات قيمت بازار سهام تا زمان 

ي شناخته شده، هاي تصادففراگردوسيله مدلي تصادفي از داريم كه تغييرات تابع قيمت را به

هايي ها داراي نوسان-Stكه لگاريتم تغييرات نسبت  دهندمشاهدات تجربي نشان مي. توصيف كنيم

گذاري اختيار يافت معادلات ديفرانسيلي به مساله ارزشاين رو در ره از. شبيه حركت براوني است

  .راوني استگردد تغييرات ديفرانسيلي بازار سهام تابعي از يك حركت بمعامله فرض مي

كه  Ω→R×∆(t,ω):R تصادفيفراگرديك  ست از ا عبارت(t)∆يك استراتژي براي خريد سهام 

. رخ داده باشد ω∈Ωدست دارد، اگر سناريوي  در tدار در زمان برابر است با تعداد سهامي كه سهام

يوي  سازگار است؛ يعني استراتژي خريد براي سنار}Ft{با فيلترسازي  (t)∆كنيم كه فرض مي

ω در زمان t تنها با داشتن اطلاعات سناريوي ،ω تا زمان tهمين به. گردد كاملاً مشخص مي

مشابه فرمول . گردد تعريف ميX(t.ω)صورت يك متغير تصادفي دار نيز بهترتيب ثروت سهام

  :كنددار در معادله ديفرانسيل زير صدق مياز بخش قبل، ثروت سهام) 1(

)1  (                                      dX(t)= ∆(t)dS(t)+r[X(t)-∆(t)S(t)]dt      

بنابراين مساله يافتن يك استراتژي پوشش ريسك براي يك اختيار خريد اروپايي با زمان 

يافت بالا، معادل است با حل معادله ديفرانسيل  با ره،V(S(T))=g(S(T)) به ارزش Tسررسيد 

 نيازمند )1(ي ديفرانسيل  درحالت كلي حل معادله.X(T)=g(S(T))ي با شرط اوليه)1(تصادفي 

اين نظريه توسط ايتو معرفي شده . هاي تصادفي استفراگردگيري، براي يك نظريه انتگرال
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گيري ريمان و لبگ وجود انتگرال گيري ايتو همانند نظريات انتگرالاگرچه نظريه انتگرال. است

ي كند، اما همانند اين نظريات براي محاسبه اثبات ميبراي بسياري از معادلات ديفرانسيل را

ي ديگري كه هم از جهت مساله. كندهاي تصادفي كمك چنداني نميي دقيق انتگرالضابطه

 1بشليه. است S(t) تغييرات قيمت بازار سهام فراگردبندي اقتصادي و هم رياضي مهم است، مدل

  را همانند يك حركت براوني توصيف كرداگردفربراي نخستين بار در حدود صد سال پيش اين 

dS(t)=σ(t) dW(t) .فراگردجاي ي شصت ميلادي پيشنهاد كرد كه، به در دهه2ساموئلسون 

بنابراين . بندي گرددعنوان يك حركت براوني مدلبه) هاتفاوت لگاريتم قيمت (3قيمت، بازده

  .گرددبندي ميصورت كلي زير مدل بهS(t) فراگردمعمولاً 

).())(,())(,(
)(

)(
tdWtStdttSt

tS

tdS σµ +=  

   كه به آن نوسان پذيري قيمت σ(t) و 4 كه به آن مقدار مورد انتظارµ(t)ضرايب 

ايب جديد با حسب ضرايبي معين شده و سپس اين ضرگوييم، در هر مدل خاص، ابتدا بر مي

  توجه به مشاهدات آماري انجام گرفته از بازار سهام مورد مطالعه، مشخص 

  شوند و مدل پذيري ثابت فرض ميشولز مقدار مورد انتظار و نوسان - مدل بلكدر. گردندمي

  : 5استصورت زير به

).t(dWdt
)t(S

)t(dS σ+µ=  

در اين مثال يك ) شولز - پوشش ريسك در مدل بلكفراگردي محاسبه (-1-5 مثال

 فراگرد(ي  پوشش ريسك اختيار خريد اروپايفراگردمعادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي براي 

با . آوريمدست مي، بهT در زمان سررسيد g(S(T)) شولز، به ارزش توافقي -در مدل بلك) ثروت

، در مدل )1( ثروت، فرمول فراگردي ديفرانسيل كلي توجه به مدل قيمت در اين مدل، معادله

  :آيد شولز به صورت زير در مي–بلك 

      )2(                       dX(t)= rX(t)dt+ ∆(t)S(t)(µ-r)dt + ∆(t)S(t)σdW(t) 

بنا بر فرمول .  باشدS(t)=x و با قيمت سهام t ارزش اين اختيار در زمان u(t,x)كنيد   فرض

  :ايتو، ديفرانسيل اين تابع برابر است با

                                                 
1 Bachelier  
2 Samuelson  
3 return  
4 expected gain  
5 Black and Scholes (1973) 
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du(t,S(t) dSdSudsudtu xxxt 2
1++=  

  [ ] dtSuSdWSdtudtu xxxt
22

2

1 σ++µ+=  

  .
2
1 22 dWSudtuSSuu xxxxt σσµ +




 ++=  

كند و شروع مي) ارزش حال اختيار معامله (X(0)ي يسك، با يك ثروت اوليهيك پوشش ر

 يعني ،t زمان  برابر ارزش اختيار معامله درX(t)گيرد كه ثروت گذاري چنان صورت ميسرمايه

u(t,S(t)) براي تضمين . گرددX(t)=u(t,S(t))دهيم ضرايب دو معادله ديفرانسيل بالا را متحد قرار مي:  

∆(t)= ux(t,S(t)) 
 

S)r(rXxxuSxSutu −µ∆+=σ+µ+ 22

2

1
  

  :رسيممي ي ديفرانسيل با مشتقات جزئي زيرگذاري اين معادلات به معادلهجاي با

ruuxrxuu xxxt =++ 22

2

1σ  

اگر يك .   صدق كندu(T,x)= g(x)ي بايست در شرط اوليهي ديفرانسيل بالا ميمعادله

 استفاده ux(t,S(t)) =(t)∆ كند و از پوشش ريسك  شروعX(0) = u(0,S(0))دار با ثروت اوليه سهام

   و X(t)=u(t,S(t)): كند، ثروت او در هر زمان برابر ارزش اختيار خريد خواهد بود

  .X(T)=g(S(T)): ويژهبه

  

  :هاي پوشش ريسكشرايط برروي استراتژي -5-1

لازم هاي پوشش ريسك هاي پيوسته اعمال شرايط محدودكننده برروي استراتژيمدل در

  :ي زير توجه كنيدبه قضيه. است

 تصادفي فراگرد. پذير باشداندازه FT– يك متغير تصادفي Fكنيد  فرض -2-5قضيه 

),(
21

φφ=φ سازگار با فيلترسازي  }Ft{به قسمي كه1 موجود است :  

∫ ∫+=
T T

tdWtdttF
0 0 21 ).(),(),()( ωφωφω  

                                                 
1  Dudley and Weiner (1977) 
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پذير است، و  اندازهFT– كه V(T)خواه ي دلدهد، براي هر اختيار معاملهي بالا نشان ميقضيه

سازگار با فيلترسازي  پوشش ريسك فراگردتوان يك  همواره مي X0خواه با شروع از ثروت دل

بنابراين شرط سازگاري با . اي قابل پوشش ريسك استو بنابراين هر اختيار معامله يافت

ي انواع براي مشاهده.  پوشش ريسك شرط بسيار ضعيفي استفراگردفيلترسازي براي يك 

   .1گرددهاي پوشش ريسك اعمال ميكه براستراتژي هاييشرط

  

  :آربيتراژ و شرط وجود عدم آربيتراژ برحسب خاصيت مارتينگل -5-2

گوييم اگر  ميS(t)يك استراتژي پوشش ريسك را يك آربيتراژ براي بازار  -3-5تعريف

  : كنددرشرايط زير صدق X(t) ثروت اين استراتژي فراگرد

X(0) = 0,    X(T) ≥ 0,    P(X(T) >0) >0. 
ارزند هرگاه  هم Q و P ( ي احتمال هم ارز باشد يك تابع اندازهQ فرض كنيد -4-5قضيه

 يك مارتينگل است، Qي  نسبت به اندازهS(t)و فرض كنيد )  و برعكسQ(A)=0 نتيجه P(A)=0از 

  . فاقد آربيتراژ استS(t)صورت بازار در اين

 NFLVR2توان معكوسي را نيز بيان كرد؛ يعني اگر بازار در شرط مي ي بالاي قضيهبرا

 وجود دارد كه بازار نسبت به آن در pصدق كند، در اين صورت يك تابع اندازه احتمال هم ارز 

   .3كندشرط مارتينگل صدق مي

به مساله ) هگسسته و پيوست(برد احتمالاتي گر راهقضاياي فوق كه بيان :ي پايانينكته

سازي تغييرات قيمت و نيز اثبات وجود يك فرايند پوشش ريسك هستند، اغلب تحت مدل

شوند و شرايط وجود مي مفروضات معيني منجر به معادلات ديفرانسيل تصادفي از انواع مختلف

هاي عددي و در عمل اغلب از روش. گيرندها مورد بررسي قرار ميجواب و خواص جواب

 افزارهايامروزه نرم .شوداستفاده ميدست آوردن جواب سازي تصادفي براي بهشبيهفرايندهاي 

هاي مختلف در محاسباتي متنوعي، براي يافتن قيمت انواع گوناگوني از اختيار معامله با ويژگي

هاي متفاوتي ي انجام محاسباتي جواب را با دقترس است كه، بسته به مفروضات مدل و نحوهدست

  . آورندميدست به

  

  

                                                 
1 Hunt & Kennedy (2000) 
2 no free lunch with vanishing risk  
3 Delbaen and Schachermayer (1995) 
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